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Abstract: 본 논문에서는 주파수 영역 등화기를 사용

하는 단일 반송파 시스템 (SC-FDE: single-carrier 

system with frequency-domain equalization)에서 블

록길이가 매우 클 때의 점근적인 성능에 대해 다룬다. 

SC-FDE의 송신기는 데이터 수열 사이에 여분의 심볼

들을 넣어 블록전송을 하는데, 이 여분의 심볼들을 넣

는 방법으로 cyclic prefix (CP)를 넣는 방법과 

(CP-SC-FDE), unique word (UW)를 넣는 방법이 주

로 고려되고 있다 (UW-SC-FDE). CP와 UW의 길이에 

대한 특정한 조건 하에서, CP-SC-FDE와 UW- 

SC-FDE의 각각의 등화기가 선형최소평균제곱오차 

(LMMSE: linear minimum mean-squared error)를  

달성하도록 설계되었을 때 각각의 평균제곱오차 (MSE: 

mean-squared error) 성능이 블록 길이가 무한해짐에 

따라 점근적으로 같아짐을 증명한다. 한편, UW- 

SC-FDE에서 낮은 복잡도를 갖는 준최적의 등화기를 

제안하고, 이를 사용하였을 때의 MSE가 블록 길이가 

증가함에 따라 점근적으로 LMMSE 등화기를 사용하였

을 때의 MSE로 수렴함을 보인다. 
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Ⅰ. 서론

주파수 영역 등화기를 사용하는 단일 반송파 시스템

(SC-FDE: single-carrier system with frequency- 

domain equalizer)은 직교 주파수 분할 다중 (OFDM: 

orthogonal frequency-division multiplexing)과 비교하

여 낮은 첨두전력 대 평균전력 비를 가지며, 주파수 편차

에 의한 성능저하가 비교적 작은 장점을 가진다 [1]. 

SC-FDE는 송신단에서 데이터 수열을 블록화 할 때 삽입

하는 여분의 심볼들이 cyclic prefix (CP)인지 unique 

word (UW)인지에 따라 크게 CP-SC-FDE와 UW-SC- 

FDE로 나눌 수 있다 [1]. 이들은 블록길이에 따라 성능
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이 달라지며, [2]에서 블록 길이와 비트오율과의 관계에 

대한 연구 결과를 찾아볼 수 있다.

한편, UW-SC-FDE에서 선형최소평균제곱오차 (LMMSE: 

linear minimum mean-squared error)를 달성하도록 

설계된 등화기는 CP-SC-FDE에서 LMMSE를 달성하

도록 설계된 등화기와 비교해서 그 복잡도가 높은데, 

이에 [3]에서 복잡도를 낮춘 준최적의 등화기가 제안

되기도 하였다.

본 논문에서는 등화기가 LMMSE를 달성하도록 설계되

었을 때의 CP-SC-FDE와 UW-SC-FDE의 평균제곱오차 

(MSE: mean-squared error) 성능이 블록 길이가 무한

해짐에 따라 같은 값으로 수렴함을 수학적으로 엄밀히 증

명하였다 1). 또한 UW-SC-FDE에서 [3]에서 제안된 것

보다 복잡도가 더 낮은 준최적의 등화기를 제안하고, 이

를 사용하였을 때의 MSE가 블록길이가 무한대로감에 따

라 LMMSE 등화기를 사용하였을 때의 MSE으로 수렴함

을 보였다.

Ⅱ. 신호 및 시스템 모델

1. CP-SC-FDE

송신단에서 데이터 수열이  개의 연속되는 심볼들로 

블록화 되고, 각 블록 앞에 개의 CP가 붙여지는 

CP-SC-FDE를 고려하자. 블록화 된 데이터 수열은 

(symbols/sec) 속도로 선형변조 되어 전송되며 이는 주

파수 선택적 채널을 거쳐 수신기로 전달된다. 송신 파형

과 수신필터를 모두 고려한 채널의 충격응답을 라고 

하자. 수신된 신호는  (symbols/sec) 속도로 샘플링 

되는데, 여기서 은 정수로 가정한다. 샘플링 된 채널의 

충격응답   은 임의의 정수 에 대

해 ∊ 을 제외한 구간에서 값을 가지며, 다음

과 같이 절대가합이라고 가정하자.

   
∞

∞

 ∞                (1)

1) 비록 [2]에서 블록길이가 무한해짐에　따라 CP-SC-FDE와 

zero-padded SC-FDE의 비트오율이 같은 값으로 수렴함을 언

급하고, 그 수렴값을 제시하였으나 이에 대한 엄밀한 증명이 없

으며, 제시된 수렴값도 잘못된 것으로 보인다.
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만약  ≤이 만족된다면, 수신 신호에서 첫 수신 

심볼로부터 CP에 대응되는 개의 심볼들을 제거함으

로써 블록간 간섭을 완전히 제거할 수 있으며, 이에 따라 

각각의 블록들을 독립적으로 처리할 수 있다. 이때 각 수

신된 블록은 다음과 같이 쓸 수 있다 [4]. 

    
                (2)

여기서 는 × 벡터로, 송신기에서 전송하고자 하는 

정보를 담고 있는 데이터 심볼들로 이루어져 있으며, 는 

× 벡터로 잡음성분을 나타낸다. 은 ×  

행렬로, 의 각 성분들 후에 개의 영의 심볼들을 

넣는 역할을 하며, 이는 오버샘플링에 의해 나타난다. 

 는 × 행렬로서, 채널을 나타내며 그 첫 번째 

행이  ⋯ ⋯인 순환행렬이다. 와 

가 각각 다음과 같은 자기상관함수를 가진다고 

가정하자.

        
,  


          (3)

여기서 는 ×  대각행렬을 나타낸다.

주파수 영역 등화를 위해서 수신신호  는 discrete 

Fourier transform (DFT)되어 주파수 영역으로 전환된

다. -point DFT 행렬을 으로 표기하고, 이의 

성분을   으로 놓

자. DFT된 수신 벡터     는 다음과 같이 나

타낼 수 있다.

  

 








⋮















번 반복            (4)

위 식에서 ,  
 , 으로 

각각 정의된다. 여기서  가 순환행렬이기 때문에  는 

대각행렬로 나타난다. 주파수 영역 등화는 × 행렬 

 를  에 곱함으로써 이루어진다. 여기서  는 다

음과 같이 정의된 MSE를 최소화하는 방향으로 정해진다.

 

              (5)

다음과 같이 × 행렬 를 정의하자.

   








⋮















번 반복            (6)

직교원리를 이용하면, (5)와 같이 정의된 MSE를 최소화

하는  를 다음과 같이 구할 수 있다. 

 

 






   















          (7)

이러한 LMMSE 등화기를 사용하였을 때의 MSE 는 

다음과 같이 나타난다. 

  


















  






 












         (8)

2. UW-SC-FDE

송신단에서 데이터 수열이 개의 연속되는 심볼

들로 블록화되고 각 블록 후에 개의 UW가 붙여지는 

UW-SC-FDE를 고려하자. UW를 넣어 전송하였을 때의 

수신된 각 블록은 다음과 같이 쓸 수 있다 [3].

  
                 (9)

위 식에서  와 는 각각 정보를 담고 있는 데이터 블록

과 UW를 나타내는 × 벡터이며  는 마지막 개의 

성분은 영의 값을 가지며, 의 경우 처음 개의 

성분이 영의 값을 갖는다. 나머지 표기들은 앞서 (2)에서 

정의한 것과 같으며,  는 다음과 같다.

  



  
 




       (10)

위 식에서  은 × 영행렬을 나타내며, 

는 × 영행렬을 나타낸다. 수신기에서  와 를 

알고 있다는 가정 하에 수신 신호에서 를 완벽히 제거

할 수 있으며, 결과적으로 남은 신호는 다음과 같다. 

  
               (11)

다음과 같이 을 정의하자.

  




  
 






         (12)

 CP-SC-FDE와 마찬가지로, 주파수 영역 등화는 

× 행렬 를   에 곱함으로써 이

루어지며, LMMSE를 달성하는 는 다음과 같이 구할 

수 있다.

 


 







  















(13)

이를 사용하였을 때의 MSE는 다음과 같이 나타난다.

 



















 






 












  (14)

한편, 데이터 블록 사이에 CP나 UW를 붙여서 전송하

는 경우 전송 속도와 전송 파워의 손실이 발생하는데, 이

를 점근적으로 없애기 위하여,  를  에 대한 함수로 

보았을 때, 다음을 만족한다고 가정한다. 

lim
→∞



                (15)

Ⅲ. 점근적 동치

특정한 sequence of matrices 간에 점근적 동치의 관

계를 정의할 수 있으며 이러한 관계를 갖는 sequence of 

matrices들은 행렬의 고유값과 관련해서 비슷한 성질을 

갖는 것으로 알려진다 [4]. 이를 이용하여 와 가 

블록 길이  이 증가함에 따라 점근적으로 같아짐을 보

이려고 한다. 임의의 × 행렬 에 대해서 strong 

norm 과 weak norm 을 각각 다음과 같이 정의할 

수 있다 [4].
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∥∥ ∥∥ 


         (16)

  











             (17)

위 식에서 는 의 성분을 나타낸다.

다음으로, 과 을 각각 × 행렬이라고 하자. 

이들은  이 증가함에 따라 그 차원이 증가하는 

sequence of matrices이다. 두 sequence of matrices는 

다음의 (18), (19) 조건을 만족할 때, 점근적으로 동치라 

정의하며 ∼와 같이 표기한다 [4]. (18)에서  는 

임의의 양수를 의미한다.

∥∥∥∥≤∞       (18)

  lim
→∞
                 (19)

이렇게 점근적으로 동치인 과 의 번째 고유값이 

각각과 일 때, 임의의 다항함수 에 대하여 

다음 식이 성립하는 것으로 알려진다 [4].

lim
→∞

 




 lim
→∞

 




     (20)

앞서 제시된 (8), (14)에서의 trace 안의 행렬을 비롯

하여, 앞선 절에서 정의된 행렬들은 블록 길이  이 증가

함에 따라 그 크기도 늘어나기 때문에 블록 길이에 따른 

sequence of matrices로 간주할 수 있다. 

정리 1: (1)과 (15)의 조건 하에, 다음 식이 성립한다.






  






 







∼





 






 







증명: 우선 ∼
을 보인다. 이는 임의의 정방행

렬에 관하여 strong norm과 weak norm이 그 행렬의 앞

뒤로 각각 임의의 unitary 행렬을 곱했을 때 변하지 않으

므로, [5, p.290], 다음을 보이는 것과 같다.

∼



  
 




             (21)

위 (21)에서 양변의 행렬의 고유값들은 각각 의 상한을 

가짐을 알 수 있다. 따라서 이 행렬들의 strong norm 역

시 모두 의 상한을 가지며, 결과적으로 점근적 동치를 

위한 첫 번째 조건 (18)을 만족한다. 또한 두 행렬의 차

의 weak norm은 다음과 같이 쓸 수 있다.

  
 
 




 

 
 









 (22)

앞선 (15)의 조건에 따라 (22)는  이 무한대로 감에  

으로 수렴하게 된다. 따라서 ∼
이 성립한다. 다

음으로 

 ∼ 을 보인다. Strong norm과 

weak norm에는 각각 다음과 같은 부등식의 적용이 가능

하다 [5, p.290],[4, p.16].

 ≤  ⋅       (23)

    ≤   ⋅    (24)

위의 (23), (24)와 앞서 보였던 ∼
의 사실에 의

하여 

 ∼ 이 성립하는 데에는 임의의 상

수  에 대하여 모든  에 대해서   ≤ ∞의 

조건이 충분조건임을 알 수 있다. 는 대각행렬로서 

(1)의 가정에 의해, 각 성분들이 유한한 상한을 가지며, 

즉 고유값들도 유한한 상한을 가진다. 따라서 이의 

strong norm도 같은 값의 상한을 가지며, 결과적으로 

 ∼ 이 성립한다. 앞선 사실을 바탕으로 

strong norm과 weak norm에 각각 삼각부등식 [5, 

p.290]을 적용하면 다음을 간단히 보일 수 있다.

  





 ∼





      (25)

위 식에서 양변의 행렬은 각각 그 고유값으로 의 하한

을 가지는 positive definite 행렬임을 쉽게 알 수 있다. 

즉 





 






 







와 





 






 







의 

각각의 strong norm은 의 상한을 가지며, 이때 다음과 

같은 식이 성립한다 [4, p.17].

 





 






 







∼





 






 







(26)

위 (26)과 두 sequence of matrices의 곱이 각각의 

sequence of matrices와 점근적으로 동치인 sequence 

of matrices의 곱과 점근적으로 동치인 사실을 이용하면 

[4, p.17], 결론을 얻을 수 있다.                     ■

따름정리 1: (1)과 (15)의 조건 하에, 다음이 성립한다.

lim
→∞
  lim

→∞
               (27)

증명: (15)에서 는 ⋅로 

나누어 쓸 수 있으며, 블록 길이  이 무한대로 갈 때, 

 term은 1로 수렴하므로, lim
→∞
을 다음과 

같이 쓰는 것이 가능하다.

lim
→∞
 lim

→∞


















 






 













임의의 행렬의 trace는 그 안의 행렬의 고유값들의 합이

므로, 정리 1과 (20)에 의하여 결론을 얻을 수 있다.   ■

           

Ⅳ. UW-SC-FDE에서 근사화된 등화행렬의 사용

가 대각행렬들로 이루어진 블록 행렬인 것과는 달

리, 는 그러한 구조를 가지고 있지 않기 때문에,  

UW-SC-FDE에서의 LMMSE 등화의 복잡도는 CP-SC- 

FDE에서의 LMMSE 등화의 복잡도보다 일반적으로 더 

높다 [2],[3]. 이 때문에 UW-SC-FDE에서 어느 정도의 

성능 저하 하에서 등화기의 복잡도를 낮추는 방법이 제안

되기도 하였다 [3]. 이와 비슷한 방법으로, UW-SC-FDE

에서 등화의 복잡도를 낮추기 위해  대신 를 등

화행렬로 사용하는 것을 생각할 수 있다. 이 경우에 등화

기의 복잡도가 크게 낮아지지만, 어느 정도의 성능 열화

가 발생한다. 구체적으로, UW-SC-FDE에서 를 사용
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하였을 때의 MSE  는 다음과 같이 쓸 수 있다.

  




   


            
 

     (28)

정리 2: (1)과 (15)의 조건 하에 다음 식이 성립한다.

lim
→∞

   lim
→∞
  lim

→∞
        (29)

증명: 우선 (28)의 trace 안의 행렬과 아래 (30)의 행

렬을 각각 sequence of matrices로 간주하였을 때, 이들

이 점근적으로 동치임을 보이도록 한다.

 
 

 


 
    (30)

위 (30) 행렬에서 에 (7)을 대입하면 의 trace 안

의 행렬과 같게 된다. 즉 이들의 점근적 동치를 보임으로

써 (20)을 이용하여 보이고자 하는 결론에 도달할 수 있

다. 점근적 동치를 위한 충분조건이 첫째로 
의 

strong norm이 모든  에 대하여 유한한 상수의 상한을 

가지고, 둘째로 
 과 이 점근적으로 동치

임을 strong norm과 weak norm에 삼각부등식과 (23), 

(24)의 부등식을 이용하여 보일 수 있다. 
의 

strong norm이 모든 에 대하여 유한한 상수의 상한을 

가진다는 점은 앞선 과정을 이용하면 쉽게 보일 수 있다. 

한편, (23)의 부등식을 이용해서  과 의 

strong norm이 각각 모든  에 대하여 유한한 상수의 

상한을 가짐을 보일 수 있다. 또한 weak norm과 

Frobenius norm과의 관계와, Frobenius norm이 unitary 

invariance 성질을 가지는 사실을 이용하면 [5, p290], 

다음을 보일 수 있다.

  
  ≤


 ⋅ 

⋅   

∼
이므로, 위 식은 이 무한대로 감에 따라 

으로 수렴한다. 즉 
∼이 성립한다.       ■

Ⅴ. 수치적 결과

앞선 절에서의 결과를 확인하기 위하여 특정한 조건에

서 SC-FDE의 신호 대 잡음비 (SINR: signal-to- 

interference plus noise ratio) 성능을 블록 길이를 변화

시켜 가며 구하였다. SC-FDE에서 송신 파형은 roll-off 

factor가 0.5인 square-root raised cosine pulse로 설

정하였으며 채널은 그 충격응답이  






으로,   는    이

고,     는   이다. 수신필터는 송신파형

의 주파수 영역 내에서 균일한 전력 스펙트럼을 갖는 저

역필터로 설정하였다. 그림 1에서, 앞서 수학적으로 증명

한 바와 같이 각 시스템의 SINR 성능이 블록 길이가 커

짐에 따라 모두 같은 값으로 수렴함을 볼 수 있다. 
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그림 1. 블록 길이에 따른 SINR 성능비교

Ⅵ. 결론

본 논문에서는 CP-SC-FDE와 UW-SC-FDE에서 등화

기가 각각 LMMSE를 달성하도록 설계되었을 때의 MSE 

성능이 블록 길이가 무한대로 감에 따라 서로 같아짐을 

증명하였다. 또한 UW-SC-FDE에서 준최적이지만 복잡

도가 낮은 등화기를 제안하고, 이를 사용하였을 때의 

MSE가 블록 길이가 무한대로 감에 따라 LMMSE를 달성

하도록 설계된 등화기의 MSE로 수렴함도 증명하였다.
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